1)

2)

3)

4)

S)

Bizonyitasok

a) Ertelmezzitk a valés szamok halmazan az [ fliggvényt az
f(x)=x"+kx’ +9x képlettel! (A k paraméter valos szamot jelél).

Szamitsa ki, hogy k mely értéke esetén lesz x =1 a fUggvénynek lokalis
szélsoertékhelye a flggvénynek!

Allapitsa meg, hogy az igy kapott k esetén x=1 a fliggvények lokalis
maximumhelye vagy lokalis minimumhelye!

Igazolja, hogy a k ezen értéke esetén a flggvénynek van masik lokalis

szélsdertékhelye is! (11 pont)
b) Hatarozza meg a valos szamok halmazan a g(x)=x"-9x° képlettel
ertelmezett g flggvény inflexios pontjat! (5 pont)

Adott fés g fliggvény.
1 D, :R\{k%;keﬁ} X > (tgx + ctgx) - sin2x

a) lgazolja, hogy az igy definialt ffiggvény konstans! (3 pont)
g: D ,=[-77] xm x’-6|x|

b) Szamitsa ki g fliggvény zérushelyeit! (3 pont)

c) Adja meg g fliggvény értékkészletét! (6 pont)
A 2

Legyen f(x)=- i . i + . a , ahol a pozitiv valos szam és xe E.

a a a

a) Igazolja, hogy | f(x)dx=-a’+al (6 pont)
1]

b) Mely pozitiv a szamokra teljesiil, hogy I flx)dxz07? (4 pont)

0o

c¢) Az x mely pozitiv valos értéke lesz a g(x)=-x"+x flggvények lokalis
(helyi) minimuma? (& pont)

Az ABCD konvex négyszog oldalegyeneseinek egyenlete rendre:
DA:3x-4y-20=0 AB:3x+3y-20=10
BC:4x-3y+12=0 CD:5x+3y+15=0
a) Igazolja, hogy a négysztg atloi az x és az y tengelyre illeszkednek,
tovabba, hogy ennek a négyszognek nincs derékszoge! (& pont)
b) Bizonyitsa be, hogy a négyszig harnégyszog! (& pont)

Az A pont helyvektora: OA(lga;lgh); a B pont helyvektora: Gﬂ[lgab:lggj,
a

ahol a és b olyan valés szamokat jelolnek, melyekre O<a<]1, illetve 1<b

teljestl.
a) Bizonyitsa be, hogy a B pont mindkét koordinataja nagyobb az A pont
megfelelé koordinatainall (3 pont)

b) Bizonyitsa be, hogy az OA - OB vektor meroleges az OA vektorral (3 pont)
¢) Mekkora az OA és OB vektorok hajlasszoge? (4 pont)



6)

7)

8

9)

d) Legyven a= L. b pedig jeldljon tetszoleges 1-nél nagyvobb valds szamot.

10'
Adja meg (egvenletével, vagy a derékszigl koordinata-rendszerben
abrazolva) az A, illetve B pontok halmazat! (6 pont)

A Csendes-ocean egyik kis szigetétol keletre, a szigettol 16 km tavolsagban
elstllvedt egy fold kortli tton jard vitorlas, A legénység egy mentocsonakban
segitségre var, a naluk lévd jeladd készilék hatosugara minddssze 6 km.
Amikor a vitorlas elstllyedt, akkor a szigettol deélre, a szigettoél 24 km
tavolsagra volt egy tengerjaro hajo. Ez a hajo allandoan északkeleti iranyba
halad, a hajotorottek pedig a vitorlas elstllyedésének helyérdl folyamatosan
kuldik a vészjeleket.
a) lgazolja, hogy a tengerjaro legénysége észlelheti a segélykeérd jelzést!
(7 pont)
Egy 1,5 km magassagban halado repllégép éppen a sziget felett van, amikor
a repildgep fedélzeti miszerei észlelik a tengerjard hajot, amely a vitorlas
elsiillyedése ota 20 km-t tett meg.
b) Mekkora depresszio szig (lehajlasi szdg) alatt észlellk a muszerek a
tengerjarot? Valaszat fokban, egészre kerekitve adja meg! Szamitasai
soran a Fold gorbiletétol tekintsen ell (7 pont)

lgazolja, hogy ha egy haromszig szigeire érvényes az alabbi osszefliggés:
sino :sinf=cos(u+y):cos(f+7y).
akkor a haromszog egyenld szara és derékszogi! (14 pont)

A csonkakiup alaka targyak térfogatat régebben a gyakorlat szamara
elegendden pontos kozelitd szamitassal hataroztak meg. Eszerint a csonkakup
térfogata koézelitéleg egy olyan henger térfogataval egyezik meg, amelynek
atmérdje akkora, mint a csonkakup also és fels6 atmérdjének szamtani
kizepe, magassaga pedig akkora, mint a csonkakup magassaga.

a) Egy csonkakiup alaku fatorzs hossza (vagyis a csonkakiup magassaga)
2 m, alsdo atmerdje 12 cm, felsé atmeérdje 8 cm. A kozelitéd szamitassal
kapott térfogat hany szazalékkal tér el a pontos térfogattol? (Ezt nevezzik
a kozelitd eljaras relativ hibajanak.) (3 pont)

b) Igazolja, hogy a csonkakup térfogatat — a fentiekben leirt utmutatas
alapjan kapott - koézelité érték sohasem nagyvobb, mint a csonkakup
térfogatanak pontos értékel (7 pont)

Jeldlje x a csonkakup két alapkére sugaranak az aranyat, és legyen x>1.

Bizonyitando, hogy a fentiekben leirt, kozelito szamitas relativ hibajanak

szazalékban mérve a kivetkezo flggvény adja meg:

(x— 1}2
P+ x+l’
c) lgazolja, hogy fFnek nincs szélsoértéke! (6 pont)
T

fi]+e[ » R, f(x)=25

Két egyvenes hasabot épitlink, Hi-et és Ha-t. Az épitéshez
haﬂz_nélt négyzc_tes_ nszlnpuk_ [négﬁ;ct alapu egyenes 1
hasabok) egybevagok, magassaguk keétszer akkora, mint
az alapélik. A H: hasab épitésekor a szomszédos _
negyzetes oszlopokat az oldallapjukkal illesztjuk dssze, a _ -
H: hasab épitésekor pedig a négyzet alaplapjukkal- az _
abra szerint.

— T 1

-




a)

b)

a)
b)

A
A H, és H; egyenes hasabok felszinének hanyadosa A_H=D’B* Hany

Hy
négyzetes oszlopot hasznaltunk az egyes hasabok épitéséhez, ha Hi-et és

Ha-t ugyanannyi négyzetes oszlopbal épitettik fel? (8 pont)
Igazolja, hogy {iﬂ = f]»{n el } sorozat szigori monoton csokkend és
n+
korlatos! (8 pont)
10) Az 52941 szamjegyeit leirjuk az dsszes lehetséges sorrendben.
Az 52941 szammal egylitt hany otjegy(i szamot kapunk? (2 pont)
Ezen szamok kozil hany oszthato 12-vel? (6 pont)
Bizonyitsa be, hogy e szamok egyik sem négyzetszam! (4 pont)

c)

11)
a)

bj

Egy derékszoga haromszog oldalhosszai egy szamitani sorozat egymast
kovetd tagjai, a legrovidebb oldala 4 egység hossziu. Szamitsa ki a
haromszdg masik két oldalanak hosszatl (S pont)
Egy haromszig oldalhosszai egy szamtani sorozat egymast kdveto tagjai, a
legrovidebb oldala 4 egység hosszi. Tudjuk, hogy a haromszdg nem
szabalyos. Igazolja, hogy a haromszognek nincs 607-0s szige! (11 pont)

12) Az AC,C, derékszogli haromszighen az A

csucsnal 30°-os szdg van, az A C, befogo hossza
1, az AC, atfogo felezépontja A,.

Az AC, szakasz .f0lé” az AC,C, haromszoghoz
hasonldo ACC, derékszogl  haromszoget
rajzoljunk az abra szerint. Az AC, atfogo
felezdpontja A, .

Az AC, szakasz ,folé” az A,C\C, haromszdghoz
hasonldo A C.C, derékszdgl haromszoget
rajzolunk.

G

%

Ez az eljaras tovabb folytathato.

aj

b)

Szamitsa ki az igy nyerhetd végtelen sok deréksziglih haromszig
tertiletének Gsszegét (az 0sszeg elso tagja az A C,C, haromszog tertlete,)!

(7 pont)
Igazolja, hogy a C,C,C,...C, tordttvonal hossza minden pozitiv n-re kisebb,
mint 1,4. (9 pont)

13) Igazolja, hogy az alabbi négy egvenlet koz(ll az a) és b) jeld egyenletnek
pontosan egy megoldasa van, a c] és d) jeld egyenleinek viszont nincs
megoldasa a valos szamok halmazan!

aj

b)
c)

d)

2x* +x-10

Er I_Q =D [4 pﬂ'ﬂt}
VX+16+Jx—-9=5 (4 pont)
g (x* +x-6)=1g(1-x?) (4 pont)

sinx—1= Jlg[cus""‘x ~1,5co0s Jr.) (4 pont)



14) a) lgazolja a koivetkezd allitast: ha egy négyszig szogei valamilyen

15)

16)

sorrendben egy szamtani sorozat egymast kovetd tagjai, akkor a négyszog

hurnégysziog vagy trapéz! (6 pont)
b) Fogalmazza meg az elozd allitas megforditasat, és dontse el a megforditott
allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszat indokoljal (3 pont)

Egy geometriai épitdkészletben csak olyan palcikak vannak, amelyek hossza

centiméterben mérve egész szam, es mindenféle lehetséges hosszusag

eldfordul 1 em-tél 12 em-ig. (Mindegyik fajta palcikabél elegendéen sok van a

készletben.)

¢) Hany kiilonbézé modon valaszthatunk ki 4 palcikat a készletbol tgy, hogy
beloliik egy 24 cm kerlletd érintonégyszoget lehessen épiteni? (Két
kivalasztast ktilonbozonek tekintiink, ha az egyik kivalasztas 4 palcikaja
nem allithato parba a masik kivalasztas 4 palcikajaval ugy, hogy mind a 4
parban egyenld hosszu legyen a két palcika. Tudjuk tovabba, hogy ha a,
b, ¢, d pozitiv szamok, és a+c=b+d, akkor az a, b, ¢, d hosszusagu
szakaszokbol szerkesztheto négysziog.) (7 pont)

a) Egy kocka eés egy gomb felszine egvenld. Bizonyitsa be, hogy a gomb
térfogata nagyobb, mint a kockaél (6 pont)

Két femkocka OGsszeolvasztasaval egy nagyobb kockat készitlink., Az egyik

beolvasztott kocka egy élének hossza p, a masiké pedig g (p>0,g9>0).

(Feltessziik, hogy az dGsszeolvasztassal kapott kocka térfogata egyenlo a két
osszeolvasztott kocka térfogatanak dsszegevel.)

b) Igazolja, hogy az 6sszeolvasziassal kapott kocka felszine 6 [ p+g ]"'

(2 pont)
c¢) Bizonyitsa be, hogy az (sszeolvasztassal kapott kocka felszine kisebb,
mint a két dsszeolvasztott kocka felszinének Osszege! (8 pont)

a) A PQRS hurnégyszoget a PR ¢és a QS atlok megrajzolasaval négy
haromszégre bontottuk. Igazolja, hogy ezek kozil a keét-két szemkozti
haromszog hasonlo egymashoz! (4 pont)

Az ABCD hurnégyszog AB oldala a négyszig kordlirt kirének egyik atméroje.

A négyszog BC oldala 3 cm, a CD oldala 5 cm hosszu, tovabba BCD-< =120°,

b) Szamitsa ki a négyszég BD atlojanak, AB oldalanak és AD oldalanak
hosszat, valamint a négyszog tobbi szogét! (10 pont)

17)a) Ha al|b igaz, akkor a|b® is teljestil (a és b pozitiv egész szamok).

Fogalmazza meg a fenti (igaz) allitas megforditasat, és allapitsa meg a

megforditas logikai értékeét is! Valaszat indokolja! (a | b azt jelenti, hogy az

a egeész szam osztoja a b egész szamnak.) (3 pont)
b) Hany olyan n pozitiv egész szam van, amelyhez létezik olyan p (pozitiv)

primszam, amelyre az n’ - pn kilénbség is egy (pozitiv)] primszammal

egvenlo? (7 pont)
Egy lapra 10 pontot rajzoltunk, majd ezeket megszamoztuk 1-t6l 10-ig.
Ezutan minden egyves pontot egy-egy vonallal ,6sszekotlink™ a lapon szereplé
Osszes olyan ponttal, amelyhez irt szam a kivalasztott ponthoz irt szamnak
oszigja. (Példaul azt a pontot, amelyhez a 6-ot irtuk, dsszekotditiilk mind a
négy ponttal, amelyhez a 6 valamelyik osztojat irtuk.)



c) lgazolja, hogy az igy kapott 10 cstesu graf nem egyszeru graf (2 pont)

d) lgazolja, hogy a graf éleinek szama paratlan! (4 pont)
18) A pozitiv paratlan szamokat ,haromszog” alakban rendezziik ! 3 7 13 2
el a kivetkezok szerint: az elsd oszlopba irjuk az elsé 3 9 15 &5
paratlan szamot, a masodik oszlopba a kovetkezo kettot, a 11 17 25
harmadik oszlopba a koivetkezd harmat, és igy tovabb. 19 27
Példaul az 6tddik oszlop negyedik helyén a 27 all (lasd az 1g
abrat is).
a) Hanyadik oszlop hanyadik helyén all a 99? (3 pont)
b) Hatarozza meg a 2017. oszlopban all6 elsé szamot! (4 pont)

19)

20)

c) lgazolja, hogy az n-edik oszlopban allé szamok dsszege n'(neZ').(9 pont)

a) Az ABCD négyzet kortllirt korén felvettink egy olyan P pontot, amelyik
nem csucsa a négyzetnek. Bizonyitsa be, hogy AP + CP® = BP® + DF”,
(4 pont)
Egy cég az altala forgalmazott poharakat négyesével csomagolja ugy, hogy a
poharakhoz meég egy talcat is ad ajandekba. A 20 cm (belsd) atmeroja, felil
nyitott forgashenger alaku talcara négy egyforma (szintén forgashenger alaku)
poharakat tesznek gy, hogy azok szorosan illeszkednek egymashoz és a talca
oldalfalahoz is.
b) Igazolja, hogy a poharak alapkorének sugara
nagyobb 4,1 cm-néll (5 pont)
A pohar fala 2,5 mm vastag, belsé magassaga
11 cm.
c) lgaz-e, hogy a poharba belefér 5 dl tadité?
(4 pont)

a) Hatarozza meg a c szamjegy lehetséges értékeit, ha tudjuk, hogy 28
nem oszthato 6-tal, 93¢6 nem oszthatd 36-tal, ¢3¢5 pedig nem oszthato
15-tell (pgrs azt a negyjegyd szamot jeldll, melynek elsd szamjegye p,

tovabbi szamjegyei pedig rendre g, r, €és s.) (7 pont)
b) Igazolja, hogy nincs olyan n pozitiv egész szam, amelyre 4" +6n-1
oszthato 8-call (2 pont)
c) Igazolja (teljes indukcioval vagy mas modszerrel), hogy 4" + 6n—-1 minden
n pozitiv egész szam esetén oszthato 9-cel! |7 pont)

) X .o 2x+3y 9
Hat — értékét, h = 0, y=#-2x). 3 t
a) Hatarozza meg 7 értékeét, ha ax+3y 10 (y=0, y x) (3 pont)

b} Legyen f(x)=x"-11x+30,

flx+1) x-4

Igazolja, hogy ha f(x)# 0, akkor e I-l}_ -

(S pont)

X —4

c) Oldja meg az z < -1 egyenldtlenséget a valos szamok halmazan!

(5 pont)



22) Egy zoldségarus vallalkozo egyik reggel 200 kg elsd osztalya barackot visz
eladasra a piacra. Tapasztalatbol tudja, hogy az elso osztalyu barack eladasi
egységara €s a napi eladott mennyiség kozott (jo kozelitéssel) linearis
kapcsolat van (az eladott mennyiség az eladasi egységar linearis flggvénye).
Ha egész nap 500 Ft/kg aron kinalna a barackot, akkor varhatoan a fele
fogyna el, mig ha 300 Ft/kg aron adna, akkor a 70%-a.

a) Mennyi lenne a zdldségarusnak az elsé osztalya barack eladasabol
szarmazo bevétele, ha egész nap 400 Ft/kg-os egységaron kinalna a
barackot? (3 pont)

b) lgazolja, hogy ha egész nap x (Ft/kg) az elsé osztalyu barack egységara, y

(kg) pedig a napi eladott mennyiség, akkor a kozdttiik 1évd kapcsolat:
y=—%x+2ﬂﬂ (0 < x<1000). (4 pont)

A nap végén a 200 kg-bol megmarado barackot a zdldségarus masnap mar
nem adhatja el elsé osztalyukeént. Ezért a megmarado teljes mennyiséget
eladja egy gyuimolcsfeldolgozo vallalkozasnak, mégpedig 80 Ft/kg egységaron.
c) Mekkora eladasi egységaron kinalja a barackot a zildségarus napkozben,
hogy a napi bevétele maximalis legyven? (A napi bevétel az elsd
osztalyukeént eladott  barackbdél szarmazo  bevétel plusz a
gyumolcsfeldolgozo altal fizetett Gsszeg.) |7 pont)

23) A romai katonak az ugynevezett taxillus-szal
jatszottak  kockajatékot™. (A taxillus a kecske
vagy a juh teérdkalacsabol faragott csontocska;
ld. a képen.)

Dobas utan egy taxillus négy kilonbozd oldalara
eshetett. Jeldlje ezt a négy kilonbdzd helyzetet
A, B, C és D Az egyes dobaskimenetelek nem
voltak egyforman valoszintliek: az A, illetve a B

helyzet egyarant % a C, illetve a D helyzet

pedig egyarant 11%:}' valoszintséggel kivetkezett be.

A romaiak altalaban négy taxillust dobtak fel egyszerre. A Venus-dobas volt
az egyik legértékesebb, ekkor a négy csontocska mindegyike mas-mas
oldalara esett. (Rényi Allréd: Levelek a valoszintségrol.)
a) Mennyi a Venus-dobas valoszinlisége? (5 pont)
b) Az alabbi két esemény kozil melyiknek nagyobb a valoszintisége?
I. Negy feldobott taxillus kozott lesz olyvan, amelyik C helyzetben érkezik le.
II. Négy feldobott taxillus kdzott pontosan egy érkezik le az A helyzetben.

(5 pont)



24) Az ABCD négyzet oldalai 4 méter hosszuak. A négyzetbe az

Thalész, a hét girog bodles egyike, egy
nevezetes, neki tulajdonitott mérés soran
egy folyoban lévd sziget AB hosszat a
folyoparton maradva hatarozta meg.

Eloszir felvett egy e egyenest a parton.
Ezen az e egyenesen megkereste azt a C,

illetve D pontot, amelyekben a CA, illetve
a DB irany merdleges az e egyenesre.
Ezutan a CD szakasz F felezopontjat is
megjelolte egy jelzokardval. Ezt kivetden
az AC egyenesen haladva megjelolte azt a
(G pontot, amelyre B, F és G egy egyenesre
illeszkedik; és hasonloan az AF és BED
egvenesek H metszéspontjat is megjelolte.
Thalész azt allitotta, hogy a sziget hossza
a GH tavolsaggal egyezik meg.

c) Igazolja Thalész allitasanak helyességét! (6 pont)

abran lathatéo modon az EFGH paralelogrammat irjuk. Az
AH és CF szakasz hossza x méter, a BE és DG szakasz

hossza 2x méter (0 < x <2).

a) lgazolja, hogy a beirt paralelogramma hossza (m*-ben .|\
mérve): T(x)=4x" -12x+16. (4 pont) |

b) Hatarozza meg az x értékét ugy, hogy a beirt paralelogramma tEl’lllﬂt'E a
lehetd legkisebb legyen! (4 pont)
¢) Szamitsa ki a beirt paralelogramma szdgeit, ha x=1,25. (6 pont)

25) A szdkeresd mobiltelefonos jatékban a megtalalt sz6 hossza (vagyis a szot

alkotd betik szama) hatarozza meg a jatékosoknak adott pontszamot.
Egybetis szoért nem jar pont, kétbetts széért 1 pont jar. Ha n =3, akkor az

-5n+10

2
a) Van-e olyvan szo, amelyért 26 pontot kap a jatékos? Valaszat indokoljal

n betibdl allo szo megtalalasaért pontot kap a jatékos.

(3 pont)

b) lgazolja, hogy a jatékszabaly szerint a hosszabb széért tobb pont jar, és

hogy csak egész pontszamot kaphat a jatékos! (6 pont)

c) Igazolja, hogy ha m tetszdleges természetes szam, akkor a jatékos kaphat
+1

2+ Lt ) pontot! (A leirt jatékszabaly nem korlatozza a szavak hosszat,

ezert feltehetjlik, hogy tetszoleges hosszusagla "szo” létezik.) (7 pont)



26)

a) Hany olyan 1000-nél kisebb p pozitiv egész szam van, amelyre a p és a 42
relativ primek? (6 pont)
Az alabbi tablazatban egy végtelen szorzotabla részletét latjuk.

3 |4 |5 |6 (7 |8 |9 |10
6 |8 (101214 |16 |18 [20
9 112115 |18 |21 |24 | 27 [ 30
12 |16 |20 |24 |28 | 32 | 36 | 40
10 (15 |20 |25 |30 |35 |40 |45 [ S0
12 118 |24 |30 [36 (42 |48 | 54 |60
14 121 |28 |35 [42 (49 |56 |63 | O
16 |24 |32 |40 (48 (56 |64 | 72 | BO
18 (27 |36 |45 |54 |63 |72 |81 [90
20 (30 |40 |50 |60 |70 |80 |90 | 100

ol |bO

=D | OO =T (O | N e | T

=

A feher, illetve szirke szinu ,L” alaknu savokba lévo szamok Gsszege:

L =1

L. =2+4+2=8

L,=3+6+9+6+3=27

b) lgazolja, hogy L, =n' (4 pont)
c) Igazolja, hogy az elsd n pozitiv kobszam 6sszege

; 2
1
E=1+2+34+...+n'= [n{n; ]J (6 pont)
27)a) Dodntse el, hogy igaz-e a kiovetkezo allitas! Valaszat indokoljal (4 pont)

Ha egy hdromszdg két magassaga egyenldo hosszusdgu, akkor a
hdaromszig egyenld szar.
Egy haromsziigben a szokasos jelolésekkel a =3, b= J27 és p=2a.
a) Szamitsa ki a haromszog szogeit! (5 pont)
Az egységnyi oldalu, szabalyos ABC haromszigbe olyan PQORS téglalapot
irunk, melynek PQ oldala az AB oldalra illeszkedik, R a BC oldal pontja, S
pedig a CA oldalé,
b) Hatarozza meg a PORS téglalap teriletének maximalis értékét! (7 pont)

28) Legyen az U alaphalmaz a legalabb 4 pontu egyszeru grafok halmaza. Az F

halmaz az U elemei kdzll pontosan azokat tartalmazza, amelyek fagrafok, a G

halmaz pontosan azokat, amelyek oOsszefliggd grafok, a H halmaz pedig

pontosan azokat, amelyek 6 pontu grafok.

a) Az alabbi abran satirozassal jelolje meg, és halmazmuveletekkel is adja
meg az U-nak azt a részhalmazat, amelyik tires halmaz| (2 pont)



b) A megadott Venn-diagram minden egyes tovabbi részébe rajzoljon
pontosan egy lehetséges grafot! (S pont)

i’

Egy telephely K, L, M, N, P, Q épuletei kizlil az éjszakai ellenfrzés soran 61t
ellendriz a biztonsagi or.

¢) Hanyféleképpen tervezheti meg az utvonalat, ha K és L épiileteket

mindenképp ellendrzi? (Két utvonal kilonbdzo, ha a két at soran mas

eépuleteket, vagy ugyanazokat az épileteket, de mas sorrendben ellendriz

a biztonsagi o6r.) (4 pont)

Megrajzoltuk a ABCDE konvex Otszig oldalait és atloit, majd a megrajzolt

szakaszok mindegyikét vagy kékre, vagy zoldre szineztiik. A szinezés

befejezése utan észrevettllk, hogy nincs olyan haromszog, amelynek csicsai
az A, B, C, D, E pontok kéziil valok, és mindharom oldala azonos szinu.

d) lgazolja (példaul indirekt modszerrel), hogy ninecs olyan csiucsa az
otszognek, amelybdl legalabb harom azonos szinu szakasz indul kil

(5 pont)

29) a) Igazolja, hogy nincs olyan 2-nél nagyobb n egész szam, melyre

(?J [2] €s GJ (ebben a sorrendben) egy mértani sorozat egymast koveto
tagjail (7 pont)
b) Hatarozza meg azokat az 5-nél nagyobb n egész szamokat, melyekre
nYy (n} . (n - . ’
[4], [5], és [ﬁ] (ebben a sorrendben) egy szamtani sorozat egymast
kovetd tagjail |9 pont)
30) A mellékelt abran egy kereszt alaka lemez lathato, amely 5 db
10 cm oldali négyzetbal all. A lemezbdl egy 10 cm alapéla,
szabalyos négyoldala gula haléjat szeretnénk kivagni Ggy, hogy e
a kozépso négyzet legyen a gula alaplapja.
a) lgazolja, hogy a lehetséges halok kivagasa soran keletkezd
hulladék legalabb 200 cm”, de kevesebb 300 cm”-nél!
(6 pont)
Tekintstik az abran lathato nyolcponta grafot. "
b) A grafban véletlenszertien kivalasztunk két cstcsot. < ] 1 o
Mennyi a valoszintisége annak, hogy a két csucsot ¢l kot ;
dssze a grafban?
c) A graf 9 élét kékre, 3 élét pedig zbldre szinezziik. Igazolja, '
hogy barmelyik ilyen szinezéssel lesz a grafban egyszinu (grafelméleti) kor!
(3 pont)



31) Adott az x* —(4p+1)x+2p =0 masodfoku egyenlet, ahol p valés paraméter.
a) Igazolja, hogy barmely valos p érték esetén az egyenletnek két kulonbézo

valos gyoke van! (3 pont)
b) Ha az egyenlet egyik gydke 3, akkor mennyi a masik gyoke? (4 pont)
¢} Hatarozza meg a p paraméter értéekét ngy, hogy az egyvenlet gydkeinek
négyzetosszege 7 legyenl (6 pont)

32) Az északi félteke 50. szélességi korén egy adott napon a nappal hosszat (a
napfelkelte és a napnyugta kozott eltelt idot) jo kozelitéssel a kovetkezd f
fliggvénnyel lehet modellezni:

n+8
nj=-5,2cos +112,
£(n) (28

ahol n az adott nap sorszamat jeléli egy adott éven bellil, f(n) pedig a nappal

hossza oraban szamolva (1=n <365, ne ),

k. || | % LT

Az alibbi &bra a g:[l;Sﬁﬁ]—}lE;g{x]:—ﬁ,ﬂms[xggﬁ

)+] 1,2 fliggvényt

szemlélteti.(A g figgvény az f~nek egy folytonos kiterjesztése.)

a) Ha x=1, akkor L, helyettesitési értéke %
Adja meg a ;—E radian értékeét fokban mérve! (2 pont)
b) Szamitsa ki a modell alapjan, hogy az év 50. napjan milyen hossza a
nappall
Valaszat ora:perc formatumban, egészre kerekitve adja meg! (3 pont)
c) lgazolja, hogy (a modell szerint) egy évben 164 olyan nappal van, amelyik
12 éranal hosszabhb! (7 pont)

Adott egy masik, az y=-5,2cos(x)+11,2 egyenleti girbe, valamint az
x=0,az y=0 és x=2r egyenletl egyenesek.
d) Szamitsa ki a gorbe és a harom egyenes altal hatarolt korlatos sikidom

tertletét! (4 pont)
33) Egyes kutatok szerint a varosokban az influenzaval fertozott betegek szama a
Bit)= 2 formula szerint alakul. A képletben t az

1+(-5‘-—1]-{),?5f
B

influenzajarvany kezdetétol eltelt idé napokban kifejezve (0 <t <30), L a varos
lakosainak szama, B, pedig a jarvany kezdetekor a fertézott betegek szama a
varosban (0< B, <L).

Egy nagyvarosban L =1,5 millio, B, = 1000,



al A modell szerint hany fertdzitt betegre lehet szamitani ebben a varosban

a jarvany kezdete utan 5 nappal? (3 pont)
b) Hany nap mulva lesz a varos lakosainak 10%-a fertézott beteg a modell
szerint? (6 pont)

c) lgazolja, hogy ha L és K adott pozitiv szamok, nelM', akkor a

képlettel megadott sorozat korlatos, szigoruan monoton

b =
" 1+ K-0,75"
névekedo, és limb, = L. (7 pont)

34) Egy aruhazlancban minden Kocka csokoladé vasarlasakor a csoki mellé
ajandékba adnak egy ,zsakbamacska” csomagot, amelyben egy kis féemkocka
van. A fémkocka mindegyik lapja sarga vagy kék szintre van festve ugy, hogy
mind a keét szind lap eléfordul.

a) lgazolja, hogy (szinezés szerint] Osszesen 8-féle kocka van, ha a
forgatassal egymasba viheto szinezeseket nem tekintjik kilonbdzének!

(6 pont)

b) Deorinak 7 kilénbozé szinezésu kockaja van, igy mar csak egy hianyzik a

teljes keszlethez, hogy abbdl nyaklancot keészitsen maganak. Mennyi

annak a valoszintisége, hogy ha 3 darab Kocka csokoladét vesz, akkor

meglesz a teljes keészlete? (Feltételezhetjik, hogy mindegyik kockafajta

ugyanakkora valoszintuséggel fordul elo a G

csomagokban.) (4 pont) ”

Az abran lathato ABCDEFGH kocka ¢€lhosszusaga 10

egyseég,

c) Szamitsa ki az ABG haromszog beirt kirének sugarat!

(6 pont)

35) Két forgashenger alakn viaszgyertyank van. Az egyik gyertya A
alapkoérének sugara r, magassaga h, a masik alapkoérének sugara R,
magassaga szintén h. A két gyertyat dsszeolvasztjuk, majd a viaszbdl egy

ugyancsak h magassagu, forgashenger alaku gyertyat énttink (r,h,R > 0).

a) lgazolja, hogy az igy kapott gyertyva alapkérének sugara legalabb J2rR.

(Az dntés soran fellépd anyagveszteségtol eltekinthetiink.) (5 pont)
Egy forgashenger alaka tortat egy 15 cm sugarq, félgomb
alaka véddébura alatt helyeziink el. A torta a félgdmb
hatarold kérének sikjan all, és a torta fedolapjanak hatarolo
kire a felgdmbre illeszkedik (az abra szerint). -
b) Igazolja, hogy az m cm magassaga torta térfogata {kubcﬂntlmeterben

mérve) 225rm — . (0<m<15) (4 pont)

c) Igazolja, hogy a uédﬁbﬁra alatt (a fent leirt modon) elhelyezheté maximalis
térfogata torta térfogata kisebb, mint a félgdtmb térfogatanak 60%-al
(7 pont)




